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Cílem práce je odvození analytických vztahů pro výpočet deformace obdélníkové desky
pomocí Kirchhoffovy a Mindlinovy teorie. V první části jsou uvedeny základní rovnice
pružnosti, ze kterých toto odvození vychází. Vztahy z obou teorií jsou dále vyřešeny Na-
vierovou metodou Fourierových řad. Tímto mohou být tyto dva odlišné přístupy srovnány.
Srovnání je provedeno pomocí programovacího jazyka Python, do kterého jsou dosazeny
výsledné vztahy průhybů jednotlivých teorií a po zadání vstupních parametrů je poté
možné získat velikosti průhybů po celé ploše desky.
Součástí je rovněž popis historického vývoje od 2. poloviny 18. století, až po vznik
metody konečných prvků.
Závěrem práce jsou obě teorie aplikovány na konkrétní příklady a výsledky jsou opět
porovnány. Srovnání je učiněno také s hodnotami získanými pomocí metody konečných
prvků. Díky tomu mohou být také nastíněna jistá omezení a vhodnost řešených teorií.
Abstract
The aim of the thesis is to derive the analytical equations for calculating the deformation of
a rectangular plate using Kirchhoff and Mindlin theory and their subsequent application.
The first section provides some basic relations in the theory of elasticity, on which this
derivation is based. Both of the theories are solved using Navier method of Fourier series.
By the following the results of these two methods can be compared. The comparison is
carried out using Python where the derived relations with given input parameters are
used. This is how the magnitude of deflection over the entire surface of the plate is
obtained.
Historical part includes a description of the gradual development from the second half
of the 18th century, up to the invention of the finite element method.
Finally, these theories have been applied to some specific examples and the results have
been analyzed and consecutively compared with results from ANSYS. The limitations and
suitability of these theories are then outlined.
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Úvod
Mechanika se řadí mezi nejstarší vědní obory a její nedílnou součástí je také nauka o pruž-
nosti a pevnosti. Postupný vývoj analytických řešení lze vysledovat až do 17. století, kdy
Galileo Galilei (1564-1642) učinil první pokusy o výpočet napětí. Historicky doložené
pevnostní zkoušky však již dříve provedl Leonardo da Vinci (1452-1519), který se snažil
nalézt závislost mezi průměrem drátu a jeho maximální možnou zátěží. Již ve 3. století
př. n. l. se mechanikou zabýval také Archimédés, který na tehdejší dobu učinil mnohé
převratné objevy užívané dodnes. Bez poznatků všech těchto badatelů by se pravděpo-
dobně vývoj v mechanice znatelně opozdil. To samozřejmě platí také pro spoustu dalších
vědců a právě to je jeden z důvodů, proč bude v této práci důraz kladen také na zasazení
řešených teorií do historického kontextu. Jisté empirické vztahy se totiž dozajista využí-
valy již daleko dříve, o čemž také svědčí mnohé z dochovaných staveb, kde za nejstarší
lze pravděpodobně považovat pyramidy ze Starověkého Egypta. Je tedy zřejmé, že tato
problematika vždy hrála významnou roli ve vývoji člověka a hraje ji samozřejmě i dnes.
S rozvojem moderní výpočetní techniky se však tento vývoj značně urychlil a kromě bez-
pečnosti se pozornost začíná zaměřovat více také na ekonomičnost a výrobní náklady, kdy
zbytečně předimenzované součásti nejsou žádoucí.
Tato bakalářská práce je rozdělena do 7 kapitol. První část práce se věnuje důleži-
tým vztahům, známým ze základních kurzů pevnosti pružnosti. Mezi tyto vztahy patří
například geometrické rovnice, rovnice kompatibility, Hookův zákon a rovnice rovnováhy,
které jsou nezbytné pro další část práce, kde na ně bude odkazováno v teoretické části.
Druhá kapitola je věnována historii. Zejména zde bude vymezeno období prvních impulzů
pro vznik matematického vyjádření problematiky desek. Ze známých osobností budou
zmíněni například Euler, Bernoulli, Chladni, ale také například jistá zásluha Napoleona
Bonaparta. Řeč bude také o osobnostech jako je Poisson, Kirchhoff, nebo S. Timošenko,
jehož díla se stala inspirací při tvorbě této práce. Historická část bude ukončena počátkem
druhé poloviny 20. století, kdy byla veřejnosti představena metoda konečných prvků.
Stejně jako pruty, patří také desky k běžným konstrukčním prvkům většiny staveb,
nemluvě o leteckém a dopravním průmyslu a právě deskám se budou věnovat zbývající
kapitoly. Pro pochopení chování těchto konstrukcí je nezbytné se touto problematikou
zabývat a rozvíjet již existující teorie. V již zmíněných kurzech pevnosti pružnosti se však
počítalo pouze s deskami kruhovými, kde osová symetrie jejich řešení do značné míry
zjednodušovala, v této práci však budou řešeny desky obdélníkové. Pravděpodobně nej-
známější teorie je Kirchhoffova (kap. 3), která se používá převážně pro řešení tenkých
desek. Tato teorie je poměrně dobře popsána a ve většině knih se uvádí společně s Navie-
rovým řešením pro obdélníkové desky. Dále se také uvádí teorie Mindlinova (kap. 4), která
byla odvozena přibližně o 100 let později. Odlišnost Mindlinovy teorie od Kirchhoffovy
spočívá v natáčení normál v průběhu deformace, kdy jednotlivé body normál před defor-
mací již po deformaci nejsou ke střednicové rovině kolmé, avšak stále leží na jedné přímce.
Tímto je tedy její řešení do jisté míry komplikovanější, avšak možnost další aplikace se
značně rozšíří.
Cílem této práce je řešení obdélníkových desek podepřených po všech okrajích. Z mož-
ných řešení zmíněných teorií, mezi které patří například také Lévyho či Ritzovo, zde bude
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aplikováno řešení Navierovo, a to pomocí rozvoje do Fourierových řad. V 5. kapitole bude
proveden analytický výpočet s využitím programovacího jazyka Python. Výpočet bude
proveden pro desku zatíženou plošným zatížením po celé ploše a následně také zatížením
silou uprostřed desky. Hodnoty průhybů pro tato dvě zatížení zde budou stanoveny jak
na základě teorie Kirchhoffovy, tak také Mindlinovy. V 6. kapitole bude průhyb určen
použitím programu ANSYS, který v tomto ohledu nabízí celou řadu možností. Jednou
z nich je volba typu prvku. Pro účely této práce budou postupně zvoleny prvky SHELL281
a SOLID186. Jelikož zde budou průhyby počítány pro stejné zatížení, bude možné do-
sažené výsledky porovnat s hodnotami získanými analytickým řešením (kap. 7). Tímto
bude možné mimo jiné také ověřit platnost jednotlivých teorií, kde se pozornost zaměří
především na teorii Kirchhoffovu, kterou je kvůli jejím rozsáhlým předpokladům a omeze-
ním možné použít jen pro určité typy úloh. Na závěr práce bude zhodnocena použitelnost
jednotlivých přístupů a jejich možná úskalí a omezení.
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1 Základní pojmy v teorii lineární
pružnosti
1.1 Elasticita
Všechna tělesa se skládají z molekul, mezi nimiž působí jisté síly. Tyto síly působí vždy
proti změně tvaru tělesa, kterou vyvolávají síly externí. Po zatížení externími silami se
molekuly od sebe začnou vzdalovat a to do doby, než nastane tzv. silová rovnováha.
Tomuto posuvu říkáme přetvoření. V průběhu deformace koná externí síla působící na
těleso práci, která se celá, nebo jen její část, přemění na potenciální energii přetvoření.
S. Timošenko pojem elasticita ve své knize [14] přirovnává k hnací pružině hodinek (viz
obr. 1.11). U této pružiny se, po jejím natažení, síla s chodem hodinek postupně zmenšuje
a pružina se tímto vrací do své původní polohy. V průběhu této zpětné deformace se
potenciální energie přetvoření akumulovaná v pružině přeměňuje v externí práci, resp.
hnací moment hodinek.
Obrázek 1.1: Hnací pružina hodinek (lidově pero).
1.2 Napjatost v bodě tělesa
Napjatost v bodě tělesa je množina obecných napětí ~fω ve všech různě skloněných řezech
vedených daným bodem. Obecných napětí ~f je nekonečně mnoho, ale ~f ve 3 kolmých
řezech postačuje pro jednoznačný popis napjatosti v bodě tělesa a je reprezentováno tzv.







Pro tento popis se hodí použít kartézský souřadnicový systém, jehož osy leží v průsečnicích
těchto rovin [4]. Každé obecné napětí, které svírá s příslušnou plochou obecný úhel, tak
lze rozložit do směrů os kartézského souřadnicového systému na složky
~fx = σx~i+ τxy~j + τxz~k
~fy = τyx~i+ σy~j + τyz~k





VUT v Brně, FSI ÚMTMB
1.2.1 Věta o sdruženosti smykových napětí
Věta o sdruženosti smykových napětí říká, že smyková napětí působící ve 2 vzájemně
kolmých rovinách jsou stejně velká a orientovaná buď obě do průsečnice těchto rovin,









Obrázek 1.2: Smyková napětí na 2 elementárních řezech.
Z této věty vyplývá, že τxy = τyx, τyz = τzy a τzx = τxz. Tenzor napětí je tedy symetrický
a stav napětí je tímto možné jednoznačně popsat pouze 6 složkami [4].
1.3 Geometrické rovnice a rovnice kompatibility
1.3.1 Geometrické rovnice
Pro popis deformace tělesa je nutné pro každý jeho bod popsat polohu jak před deformací,
tak také po ní. Toto lze znázornit např. na elementárním prvku ve tvaru kvádru. Zde však
byl pro zjednodušení promítnut do roviny xy pouze průmět tohoto prvku (viz obr. 1.3).
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Obrázek 1.3: Deformace diferenciálního výseku tělesa.
Smykové deformace (zkos) lze určit na základě úhlů α a β dle obr. 1.3, kde pro malé úhly




je možné zanedbat. Smykovou
deformaci je poté možné zapsat ve tvaru


























































Jelikož γxy = γyx, γyz = γzy a γzx = γxz (viz kap. 1.2.1), je stejně jako u tenzoru napětí
i zde možné aplikovat symetrii [18].
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1.3.2 Rovnice kompatibility
Rovnice kompatibility vyjadřují skutečnost, že těleso, které je spojitě vyplněno látkou
před deformací, zůstane spojité také po deformaci. Odvodit se dají z geometrických rovnic


































































































Rovnice (1.12b) a (1.12c) se sečtou a od tohoto výrazu se dále odečte rovnice (1.12a),



















Nyní je možné do rovnice (1.13) dosadit vztah pro ∂w z (1.5):
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Obdobně lze záměnou indexů zapsat také zbylé dvě rovnice a vyjádřit tak druhou skupinu

































































Uvažujme nyní jednostranně vetknutý prut o délce l a průřezu S zatížený silou F (viz
obr. 1.4). Síla F způsobí prodloužení ve směru osy x a v průběhu prodlužování se vykoná
kladná práce. Pokud se zatěžující síla zmenší, zmenší se také prodloužení. Konec prutu se
tím posune zpět, přičemž se potenciální energie přetvoření přemění na práci potřebnou ke
zpětnému zkrácení prutu. Tato vlastnost, kdy je těleso schopné se po odtížení vrátit do
původního stavu, již byla zmíněna v kapitole 1.1 a nazývá se elasticita. Těleso je ideálně
pružně elastické, pokud se po odtížení vrátí do původního tvaru (nedochází k disipaci
energie). Elastoplastická deformace je taková, při níž se při zatížení část energie ztratí
disipací ve formě tepla. V takovémto případě vznikají plastické deformace a těleso se již





Obrázek 1.4: Vetknutý prut.
Experimenty prokázaly, že konstrukční materiály jako je ocel či dřevo, mohou být za
určitých podmínek2 považovány za ideálně pružně elastické. Jsou-li vnější síly působící
2Zejména při uvažování malých deformací [15].
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na těleso známy, je pak úkolem konstruktéra navrhnout součást tak, aby tyto podmínky
byly splněny [15].
V předchozí kapitole bylo odvozeno, že ε = du
dx
⇒ du = ε dx a nyní je v souladu















Obecně je však průřez S, Youngův modul E a při zanedbání gravitační síly také normálová
síla N , uvažována po délce střednice jako konstantní, nikoli jako funkci x. Pro určení










Tento vztah říká, že prodloužení prutu je přímo úměrné zátěžné síle a délce prutu a ne-
přímo úměrné jeho průřezu a modulu pružnosti. Pro zjištění velikosti napětí se oddělí
část prutu a na základě rovnováhy sil dle obr. 1.5, kdy výslednice sil musí být nulová, je













Obrázek 1.5: Uvolněná část prutu.
Poměrnou deformaci tělesa ε lze tedy pro dané napětí a modul pružnosti lehce spočítat.
Jelikož se jedná o bezrozměrné číslo, musí mít dle rovnice (1.21) modul pružnosti E stejnou
jednotku jako napětí σ.
Rovnice (1.19–1.21) je možné použít také pro zatěžování prutů tlakem. ∆l bude poté
vyjadřovat délkovou kontrakci, ε poměrné stlačení a σ napětí v tlaku. Modul pružnosti
v tlaku je pro většinu materiálů stejný jako modul pružnosti v tahu. Ve výpočtech se
tahové napětí a přetvoření bere jako kladné a tlakové jako záporné.
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Stejným způsobem jako u tahu a tlaku je poté možné odvodit Hookův zákon také pro
smyk, který popisuje závislost mezi smykovým napětím τ a zkosem γ. Při malých defor-
macích do meze kluzu, kdy je tato závislost lineární, (viz obr. 1.6) platí:






Obrázek 1.6: Závislost mezi smykovým napětím τ a zkosem γ.
Modulem pružnosti ve smyku G nazýváme směrnici tečny úvodní – přímkové části dia-
gramu, získaného při namáhání prostým smykem (např. při krutové zkoušce).
Zkos γ i poměrné prodloužení ε popisují deformace v elementární krychli. Jsou-li tyto





1.4.2 Zobecněný Hookeův zákon
V praxi je mnohdy potřeba popsat chování materiálu také při víceosé napjatosti. Tento






















Obrázek 1.7: Princip superpozice.
Ve směrech hlavních napětí σ1, σ1 a σ3 budou pro snadnější popis zavedeny osy x, y a z.
Pomocí principu superpozice se poté zatížení v elementární krychli rozdělí na 3 části.
Jako první bude odvozeno poměrné prodloužení ve směru osy x a to sečtením jednotli-
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vých příspěvků deformace z příslušných směrů. Pro poměrné prodloužení ve směru osy x





Pro příspěvek deformace od prvku 1.7b, kdy je elementární krychle zatěžována tahem ve
směru osy y, je nutné zavést tzv. Poissonův zákon, který udává závislost mezi podélným
poměrným prodloužením a příčným poměrným zkrácením
εy = −µεx → ε1b = −µε2b. (1.25)
Analogicky je poté možné vyjádřit také příspěvek od elementární krychle 1.7c
ε1c = −µε3c. (1.26)
Nakonec se rovnice (1.24), (1.25) a (1.26) sečtou, čímž je možné získat vztah
ε1 = ε1a + ε1b + ε1c =
σ1
E







Stejně by se postupovalo také pro zbylé 2 směry a po úpravě rovnice (1.27) by tak bylo












[σ3 − µ(σ1 + σ2)].
(1.28)
V tomto případě, kdy se uvažují pouze hlavní napětí, jsou zkosy nulové. Pro obecný
případ napjatosti se šesti složkami napětí se zamění indexy a dále se tento tvar doplní
o další 3 rovnice. Tyto rovnice (1.30) vyjadřují vztah mezi smykovými složkami tenzoru
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Konkrétní hodnoty E, G a µ pro základní druhy materiálu jsou uvedeny v tabulce 1.1.
Tabulka 1.1: Mechanické vlastnosti materiálů [11].
Materiál E [GPa] G [GPa] µ [-] ρ [kg·m−3]
Hliník a jeho slitiny 71,7 26,9 0,333 2712
Uhlíková ocel 207 79,3 0,292 7801
Šedá litina 100 41,4 0,211 7199
Meď a její slitiny 119 44,7 0,326 8902
Sklo 46,2 18,6 0,245 2590
Olovo 36.5 13.1 0.425 11370
Horčík 44,8 16,5 0,350 1795
Molybden 331 117 0,307 10197
Niklová ocel 207 79,3 0,291 7750
V praktických úlohách (např. při výpočtu metodou konečných prvků) se však častěji


































λ zde bývá označováno jako Lamého konstanta [4].
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1.5 Rovnice rovnováhy
Rovnice rovnováhy lze určit na základě sil působících na elementární prvek tělesa (obr. 1.8),

























Obrázek 1.8: Napětí na elementárním prvku tělesa3.
Kromě povrchového zatížení může na prvek působit také tzv. objemová síla4. Složky této
síly ve směrech x, y a z budeme značit jako X, Y a Z. Z rovnice (1.20) vyplývá, že sílu
lze spočítat jako součin plochy a napětí, které na ploše působí. Ve směru osy x tedy bude




x−σx) dy dz +(τ ′xy−τxy) dx dz +(τ ′xz−τxy) dx dy+X dx dy dz = 0. (1.33)
Pro větší přehlednost zde σ′ a τ ′ vyjadřují napětí zvýšená o diferenciální přírůstek:
σ′x = σx +
∂σx
∂x
dx, τ ′xy = τxy +
∂τxy
∂y




Po úpravě je možné rovnici (1.33) zkrátit elementárním objemem dx dy dz a tím získat
rovnici rovnováhy ve směru osy x. Obdobně je možné postupovat také pro zbylé 2 směry



























+ Z = 0.
(1.35)
3První index u smykových napětí τ vždy značí směr normály roviny, ve které napětí τ leží. Druhý
index poté udává směr působení τ .
4Její jednotka je [Nm−3] a může se jednat například o sílu gravitační [1].
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Dále by bylo možné napsat také podmínky momentové, avšak ty by pouze potvrdily větu
o sdruženosti smykových napětí z kapitoly 1.2.1 [3].
1.6 Shrnutí
Pro popis pružného tělesa tedy obecně existuje 15 nezávislých proměnných: 6 složek na-
pětí, 6 složek přetvoření a 3 posuvy. Pro těleso, které splňuje rovnice kompatibility však
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2 Historický vývoj
Již od pradávna, kdy lidé začali budovat, začalo být z bezpečnostních důvodů nezbytné za-
bývat se pevností konstrukčních materiálů. Jistě už ve starověkém Egyptě byly používány
určité empirické předpisy tohoto typu, bez kterých by byla stavba mnohých monumentů
nemožná. Dále se ve 3. století př. n. l. dostali Řekové. Z tohoto období jsou například
známé Archimedovy poznatky z oblasti statiky a také jeho popis principu páky. Mezi
významné stavby, které se dochovaly až do dnešní doby, patří například Pont du Gard
(Gardský most), vybudovaný ve Starověkém Římě, na kterém lze pozorovat využití ob-
louků. Většina technických znalostí ze Starověkého Řecka a Říma však byla s počátkem
středověku ztracena.
S nástupem renesance se zájem o vědu začal opět zvyšovat. Jednou z nejvýznamnějších
osob této doby byl nepochybně Leonardo da Vinci (1452–1519), který se kromě umění
věnoval také široké oblasti vědy a techniky. V jeho poznámkách1 byla nalezena spousta
výpočtů z oblasti statiky, ale také již i experimentálních pevnostních zkoušek. Z těchto
zkoušek poté například vyvodil závislost mezi maximálním zatížením a průměrem drátu.
Dále zkoumal také chování jednostranně uchycených prutů zatížených na volném konci
a to při postupných změnách zatížení a délek prutu. Tyto a mnohé další experimenty
mohly založit základy pro určování pevnosti konstrukčních materiálů, avšak prakticky
žádné se nedostaly k široké veřejnosti.
První pokusy pro nalezení bezpečných rozměrů konstrukčních prvků analyticky učinil
až v 17. století Galileo Galilei a to v díle „Two New Sciences“. Právě zde byly položeny
základy analýzy napětí, což lze pokládat za počátek nauky o pevnosti materiálů [17].
2.1 Postupný vývoj metod řešení desek
Prvním impulzem pro vznik matematického vyjádření problematiky desek byly pravdě-
podobně práce Leonharda P. Eulera. Ten v roce 1776 provedl první analýzy netlumeného
kmitání desek. Jednotlivé módy netlumeného kmitání poté objevil německý fyzik Ernst
Chladni a to pomocí experimentů na horizontálně položených deskách posypaných rovno-
měrnou vrstvou jemného písku. Po vyvolání vibrací vytvářel písek na povrchu pravidelné
vzory a akumuloval se v místech uzlových čar, ve kterých nedochází k žádným vertikálním
posuvům. O teoretické vysvětlení tohoto jevu se pokusil Johann Bernoulli. Jeho řešení bylo
založeno na předchozí práci Eulera a vedlo ke vzniku Euler-Bernoulliho prutové teorie.
V této teorii deska představuje soustavu vzájemně kolmých plátků, kde každý z nich plní
funkci prutu.
V roce 1809 byl Ernst Chladni pozván Francouzskou akademií, aby zde své experi-
menty demonstroval. Této schůze se mimo jiné zúčastnil také tehdejší císař Napoleon
Bonaparte, na kterého Chladniho experimenty velmi zapůsobily a právě na jeho návrh
akademie vyhlásila cenu za odvození matematické teorie vibrujících desek obsahující po-
rovnání teoretických výsledků s těmi získanými experimentálně.
1Leonardo da Vinci nenapsal žádné knihy, avšak spousta informací byla nalezena v jeho denících
a poznámkách [17].
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Jako jediná se soutěže zúčastnila francouzská matematička Sophie Germain. Ve své
práci však udělala chybu a cenu nevyhrála. Joseph-Louis Lagrange, který byl jedním
z porotců, si však této chyby všiml. Rovnici tedy opravil a doplnil o chybějící části, čímž
















Pro získání detailnějších výsledků vypsala v roce 1813 akademie cenu znovu a S. Germain
se jí opět zúčastnila. Přestože již měla korektní rovnici (2.1), opět neuspěla. Cena však
byla vypsána ještě i potřetí a tentokrát ji již S. Germain získala, třebaže s její prací porota
nebyla příliš spokojena [17]. I přes počáteční neúspěch se tak stala jednou z mála žen,
které se v tomto oboru a době dokázaly prosadit.
Augustin Louis Cauchy a Siméon Denis Poisson jako první popsali desku na základě
obecných rovnic teorie pružnosti a to pomocí rozšiřování všech charakteristických veličin
do mocninných řad.
První uspokojivá teorie ohybu desek je spojována s Claude-Louisem Navierem, který
rovnici (2.1) zapsal ve správném tvaru (3.25). Také v roce 1820 představil Francouzské
akademii věd metodu, která tuto diferenciální rovnici transformovala na algebraické vý-
razy pomocí Fourierových trigonometrických řad.
V roce 1850 publikoval Gustav Kirchhoff svou práci o teorii desek2. Svou prací přispěl
k objasnění teorie ohybu desek a podnítil její široké využití v praxi. Později jeho práci pře-
ložil německý matematik Alfred Clebsch. Překlad obsahoval také poznámky Saint-Venanta
a stal se velmi důležitým rozšířením původní práce.
Na konci 19. a počátku 20. století začalo být při stavbě lodí dřevo nahrazováno
ocelí. Ruští vědci dosáhli významného rozvoje námořního stavitelství zejména přecho-
dem od starověkého řemesla k postupnému aplikování matematických teorií. Tato změna
výrazně prospěla dalšímu výzkumu desek. Z ruských vědců učinili významný pokrok Kry-
lov a jeho student Bubnov a to zejména v oblasti tenkých desek. Z důvodů jazykové
bariéry však v této době bylo obtížné získané poznatky rozšířit také do ostatních zemí
světa (a to zejména do USA) a tedy jich také efektivně využívat [13].
Stěpan Prokofjevič Timošenko (*23.12.1878–†29.5.1972) byl původem ukrajinský inže-
nýr působíbící v Rusku a USA [12]. Právě S. Timošenko vyřešil problém jazykové bariéry
a díky němu se pozornost západních vědců postupně začala obracet směrem k Rusku
a zdejšímu výzkumu teorie elasticity. S. Timošenko také sám významnou měrou přispěl
jak k teorii, tak také k aplikaci analýzy ohybu desek. Jeho zásluhou byl, mimo jiné, vy-
řešen problém kruhových desek při velkých průhybech a formulována elastická stabilita
problému. V době Timošenka začalo docházet k rozvoji moderního leteckého průmyslu
a problematikou teorie průhybů desek a její aplikací se začalo zabývat velké množství
vědců (Hencky, Huber, von Karman, Nadai, E. Reissner, Navier, Hartmann, Gerard, Bec-
ker, Volmir, Cox a další...) [18].
2Práce Gustava Kirchhoffa bude podrobněji popsána v kapitole 3.
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V roce 1956 pánové M. J. Turner3, R. W. Clough4, H. C. Martin5 a L. J. Topp6 –
s použitím výhradně jejich tvůrčí inženýrské intuice a úvah – představili metodu koneč-
ných prvků, která se stala jedním z nejdůležitějších nástrojů vědců a inženýrů pro řešení
velmi složitých problémů a to co možná nejekonomičtější cestou7 [10, 13]. S rozvojem této
metody začaly ročně vycházet stovky odborných článků a publikací zabývající se touto
problematikou a bylo by tedy velmi obtížné jednotlivě jmenovat další významné přispě-
vatele. Současné trendy se však tedy zaměřují především na použití moderní výpočetní
techniky. Tento způsob využívá složité numerické metody pro řešení ještě komplexnějších
problémů [18, 13].
3Vedoucí jednotky strukturální dynamiky ve společnosti Boeing Airplane Company
4Docent na Kalifornské univerzitě v Berkeley v oboru pozemního stavitelství
5Profesor leteckého inženýrství na Univerzitě v Seattlu, Washington
6Inženýr strukturální dynamiky ve společnosti Boeing Airplane Company
7Lze dohledat, že metoda konečných prvků byla vynalezena již v roce 1943 matematikem Courantem,
který ve své knize o variačních metodách projednává všechny teoretické základy této velmi účinné nume-
rické metody. Nicméně jeho práci po více než 10 let nikdo nevěnoval pozornost a to zejména z důvodu
špatné komunikace mezi inženýry a matematiky [13].
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3 Kirchhoffova teorie
Obrázek 3.1: G. R.
Kirchhoff [16].
Gustav Robert Kirchhoff (1824–1887) se narodil v Köni-
gsbergu, kde také v roce 1842 nastoupil na tamější uni-
verzitu. V průběhu let 1843–1845 zde navštěvoval před-
nášky matematika a fyzika F. E. Neumanna a také jeho
seminář teoretické fyziky. Již tehdy si Neumann povšiml
Kirchhoffova talentu, který také zmínil v jednom z dopisů
na sekretariát vzdělávání.
V roce 1848 Kirchhoff obdržel doktorský titul a začal
vyučovat na univerzitě v Berlíně. Zde však nesetrval pří-
liš dlouho. O dva roky později již vyučoval na univerzitě
v Breslau, kde potkal známého chemika Bunsena (1811–
1899), se kterým po mnoho let blízce spolupracoval. Bun-
sen v roce 1854 přešel na univerzitu v Heidelbergu, kde
se k němu o rok později Kirchhoff připojil. Dále se k nim
přidal také H. Helmholtz, čímž na Heidelbergské univer-
zitě začalo velmi významné vědecké období. Přednášky
těchto tří mimořádných profesorů sem přilákaly studenty
nejen z Německa, ale také ze zahraničí.
Jako Neumannův student se Kirchhoff brzy začal zabývat teorií elasticity. V roce 1850
publikoval svou práci o teorii tenkých desek. V tomto díle Kirchhoff uvedl základní před-
poklady pro řešení desek, které jsou v současnosti známé jako tzv. Kirchhoffovy hypotézy.
Mimo jiné také poukázal na to, že na kraji desky existují pouze 2 okrajové podmínky.
Na začátek své práce zařadil také kapitolu o historii této problematiky. Zmiňuje zde na-
příklad první pokusy o získání diferenciální rovnice průhybu desky od Sophie Germain
a také Lagrangeovu opravu její chyby. Dále zde probírá práci Poissona o vibracích kruho-
vých desek, kde poukazuje na fakt, že jeho tři okrajové podmínky obecně nemohou být
splněny současně a že správného výsledku Poisson dosáhl pouze díky symetrii úlohy.
V roce 1868 si Kirchhoff vážně poranil nohu což velmi ovlivnilo jeho pozdější kariéru.
Již se nemohl aktivně věnovat výzkumu ve své laboratoři a zaměřil se především na práci
čistě teoretickou [16].
3.1 Kirchhoffovy hypotézy
Pro řešení desek je snaha převést problém z trojrozměrného pouze na dvourozměrný
a řešení dále co nejvíce zjednodušit. Toho se dá docílit zavedením vhodných předpokladů,
které jsou pro tuto teorii známé také jako Kirchhoffovy hypotézy1:
− tloušťky desek jsou v porovnání s jejich dalšími rozměry malé, avšak ne natolik, aby
byly velikosti jejich průhybů s tloušťkou srovnatelné
− tloušťky desek mohou být konstantní nebo se pozvolna měnit s tím, že trojosá
napjatost je zanedbatelná
1Tyto hypotézy jsou podobné těm, které se používají také pro řešení ohybu prutů [18].
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u = −z sinϕx
Obrázek 3.2: Předpoklad o normálách u desek.
− aplikované příčné zatížení působí na ploše větší, než je tloušťka desky2
− před zatížením je deska rovná a vzniklé deformace jsou malé
− normálová napětí σz jsou v porovnání s napětím σx a σy malá a zanedbávají se
− na střednicové rovině jsou normálová napětí nulová a body se posunují pouze ve
směru osy z
− normály střednicové roviny zůstávají i po deformaci přímé a kolmé k této rovině
a jejich délka se v průběhu deformace nemění (viz obr. 3.2) [6, 1, 18]
Jsou-li tyto předpoklady splněny, je řešení do značné míry zjednodušeno a tuto teorii poté
označujeme jako klasickou, nebo také jako Kirchhoffovu teorii desek. Dále platí předpo-
klad, že materiál je lineárně pružný, homogenní a izotropní. Takový materiál bývá také
označován jako Hookeovský.
3.2 Definice desky
Deska je obecně trojrozměrné těleso, jehož dva rozměry jsou podstatně větší než zbývající
jeden rozměr (tloušťka h). Množina bodů dělících tloušťku desky na dvě stejné části se
nazývá střednicová plocha.
2Na zatížení bodové a liniové u homogenních desek je možné Kirchhoffovu teorii použít a přesto získat
docela přesné hodnoty průhybu a ohybového napětí. Nicméně v těsné blízkosti působiště zatížení je obecně
potřeba pro detailní napěťovou analýzu použít metodu jinou [6].
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Obecně může být zatížení vyvoláno:
− bodovými silami nebo momenty






















kde a představuje charakteristický rozměr desky. V další části práce bude pozornost za-




3.3 Posuvy na desce
Jedním z předpokladů pro desku je, že body ve střednicové rovině se mohou posouvat
pouze ve směru osy z (posuv w). Mimo tuto rovinu již tohle však neplatí (viz obr. 3.2)
a pro malé průhyby mohou být posuvy ve směrech os x a y (značeny u a v) psány ve
tvaru
u = −zϕx, v = −zϕy. (3.1)
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V kapitole 1.2 byl zaveden pojem tenzor napětí. Pro analýzu napětí na deskách je však
uvažována pouze dvouosá napjatost, kde platí, že σz = τyz = τxz = 0 a rovnice (1.1) tedy







3.4 Fyzikální rovnice pro desku
V kapitole 1.4.2 byl odvozen vztah pro napětí σx a σy. Napětí σz se v Kirchhoffově teorii
uvažuje nulové, stejně jako τxz a τyz. Dosazením rovnice (1.29b) do (1.29a) získáme vztah
σx = εxE + µ[εyE + µσx],
σx(1− µ2) = εxE + µεyE,
(3.5)
jenž může být dále upraven a rozšířen o vztahy (3.3) a tímto lze vyjádřit závislost napětí
na přetvoření ve tvaru
σx =
E






























σz = τxz = τyz = 0.
(3.8)
3.5 Vnitřní síly na desce













































































3Měrné momenty vyjadřují intenzitu momentu po určité délce střednicové plochy. Jejich jednotka tedy

















Obrázek 3.3: Napětí a vnitřní síly na desce.
kde D je tuhost desky vyjádřena vztahem
D =
Eh3
12(1− µ2) . (3.10)
Vyjádřením druhých derivací průhybu z rovnic (3.9) a jejich následnou substitucí do




z, σy = ±12My
h3
z, τxy = ±12Mxy
h3
z. (3.11)
Maximální hodnoty napětí budou dle obr. 3.3 na povrchu. Pro tyto extrémní hodnoty
bude z = h
2




, σmax,miny = ±
6My
h2






















Hodnoty τmaxxz a τmaxyz působí v místě střednicové plochy, kde z = 0 a jsou tedy závislé
pouze na souřadnicích x a y. Jejich hodnota4 se dá vyjádřit integrací po tloušťce desky:
4Kirchhoffova teorie však uvažuje napětí τxz a τyz nulové. Nebudou-li tyto hodnoty zanedbatelné, poté
v praxi tuto teorii nebude možné použít a bude nutné použít například teorii Reissner-Mindlinovu, která
již tato napětí uvažuje [6].
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3.6 Rovnice rovnováhy desky
Aby bylo možné sestavit rovnice rovnováhy, je nutné vyjádřit výslednice jednotlivých
měrných momentů a sil. Toho lze docílit součinem daných měrných veličin délkou strany
elementárního prvku, na které působí
Mx = mx dy, Mxy = mxy dy, Qx = qx dy,
My = my dx, Myx = myx dx, Qy = qy dx.
(3.18)






Dále se do těchto rovnic dosadí jednotlivé momenty a posouvající síly z obr. 3.4




















































Obrázek 3.4: Vnitřní síly na elementu desky.
∑
Mi,x = Mx − (Mx + ∂Mx
∂x













Mi,y = My − (My + ∂My
∂y













Fi,z = Qx − (Qx + ∂Qx
∂x
dx) +Qy − (Qy + ∂Qy
∂y
dy)− p dx dy = 0.
(3.20)
Rovnice (3.20) lze vzájemným odečtením některých členů do značné míry zjednodušit
a následně mohou být za jednotlivé členy dosazeny rovnice (3.18)
∑











Mi,y = −∂my dx
∂y
dy − ∂myx dx
∂y











dy + p dx dy = 0.
(3.21)
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Všechny rovnice (3.21) je možné zjednodušit vydělením členem dx a dy. Dále lze




budou v porovnání s ostatními členy rovnice velmi




















Elementární prvek desky na obr. 3.4 je zatížen plošným spojitým zatížením p a má rozměry
dx, dy a výšku h. Je-li uvažován Hookovský materiál, pak pro tento prvek lze odvodit













Jedná se o lineární parciální diferenciální rovnici čtvrtého řádu s konstantními koeficienty
[18] a pomocí operátorů ∇ a ∆, kde










ji lze přepsat na tvar
D∇2∇2w = D∆2w = p. (3.27)
6Rovnice desky se také označuje jako tzv. desková rovnice [1]
7Tuto rovnici poprvé odvodil Lagrange, nicméně ji nikdy nepublikoval a jeho práce byla nalezena až
v jeho poznámkách po jeho smrti v roce 1813 [6].
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3.8 Navierovo řešení Kirchhoffovy teorie
V této kapitole bude ukázáno analytické řešení průhybu desky pomocí Navierovy metody.
Tuto metodu však lze použít pouze pro desku, která je podepřená po všech okrajích. Pro
odlišně uložené desky je již potřeba použít metodu jinou.8
Vezměme tedy obdélníkovou desku o stranách a, b a tloušťce h podepřenou po celém
svém obvodu. Deska bude dále vystavena rovnoměrnému zatížení p(x, y) s počátkem sou-





Obrázek 3.5: Zavedení souřadného systému na desce.
Okrajové podmínky pro tuto desku poté budou:










V tomto případě bude řešením diferenciální rovnice (3.25) výraz pro průhyb w(x, y) a pro

























kde hodnoty wmn a pmn představují koeficienty, které budou dále stanoveny.
8Například Lévyho řešení lze použít pro desky podepřené na 2 protějších stranách, kde zbylé 2 strany
mohou být uloženy libovolnou kombinací vetknutí, podpor nebo mohou být také volně. Pro přibližné
řešení obecnějších okrajových podmínek lze poté použít metodu Ritzovu a to za předpokladu, že existuje
vhodná aproximační funkce, která tyto okrajové podmínky splňuje [8].
41
VUT v Brně, FSI ÚMTMB

















































nabývá pro m 6= l hodnotu 0 a pro m = l hodnotu a
2









nabývá pro n 6= k hodnotu 0 a pro n = k hodnotu b
2
















Vzhledem k tomu, že rovnice (3.30) splňuje podmínky (3.28) a (3.29), musí koeficient wmn
































Rovnice (3.36) bude platit pro všechny hodnoty x a y v intervalech 0 < x < a a 0 < y < b






































]2 sin mpixa sin npiyb , (3.39)
kde pmn je dáno vztahem (3.35). Jelikož | sin mpixa | ≤ 1 a také | sin npiyb | ≤ 1 pro všechny
hodnoty x, y, m i n, lze dokázat, že vztah (3.39) bude konvergovat.
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Dosazením rovnice (3.39) do (3.9) a (3.17) lze získat ohybové momenty a posouvající


















































)2]2 sin mpixa sin npiyb ,
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4 Mindlinova teorie
Za první formulaci deskové teorie je sice považována teorie Kirchhoffova z roku 1850.
Avšak tuto teorii lze použít pouze pro analýzu desek tenkých. Upravené předpoklady
uplatnil v roce 1945 Reissner a v lehce odlišné verzi v roce 1951 také právě Mindlin1.
Tyto upravené teorie již uvažují vliv smykového přetvoření a lze je tak na rozdíl od
Kirchhoffovy teorie uplatnit i při analýze tlustých desek2, nebo také při zatížení desky
pouze bodovou silou [2, 7].
Odlišnost v Mindlinově teorii spočívá v tom, že body vytvářející normálu střednicové
roviny před deformací, leží po deformaci opět na přímce (pseudonormále), která však již






Obrázek 4.1: Rozdíl mezi předpoklady Kirchhoffovy a Mindlinovy teorie.
Z obrázku 4.1 v pravo je patrné, že se pseudonormála střednicové roviny odklání od








Přemístění bodů pseudonormály lze popsat následobně [2]
u(x, y, z) = z ψx(x, y),
v(x, y, z) = z ψy(x, y),
w(x, y) = w,
(4.2)
1Raymond David Mindlin (1906–-1987) byl americký mechanik a inženýr [1].
2Toto rozdělení je však pouze orientační a obecnější Mindlinovu teorii je možné využít také pro desky
tenké. Řada výpočetních produktů na bázi metody konečných prvků tak činí běžně. Naopak použití
Kirchhoffovy teorie pro desky tlusté vede k méně výstižným výsledkům [1].
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Rovnice (4.2) poskytuje konstantní hodnoty smykových přetvoření a odpovídajících na-
pětí. U tlustých desek je však rozložení napětí po výšce desky parabolické a tento předpo-
klad tedy není splněn. Dále také nesplňuje podmínku, kdy napětí na povrchu desky musí
být nulová a je tedy zapotřebí zavést korekční faktor κ2. Na základě S. Timošenka byla





Mindlin dále poznamenal, že hodnoty faktoru κ2 jsou lineárními funkcemi Poissonova čísla
µ. Zavedl poté dva odhady, kde první uvažuje velikost korekčního faktoru κ2 v závislosti
na µ tak, že pro 0 ≤ µ ≤ 0, 5 platí interval 0, 75 ≤ κ2 ≤ 0, 91. Druhý odhad poté pro
materiál s µ = 0, 3 určuje přibližnou velikost κ2 ≈ 0, 86, která je srovnatelná s obecně
užívanou hodnotou κ2 = 5
6
= 0, 8333 [13].
3Tyto rovnice jsou velmi podobné vztahům (3.3), které platily pro Kirchhoffovu teorii a uvažovaly
přetvoření γxz a γyz nulové. Mindlinova teorie již však s těmito hodnotami počítá. Napětí σz je však stále
zanedbatelně malé, a přetvoření εz se tedy uvažuje nulové.
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4.1 Odvození Mindlinovy teorie pro průhyb desky
V kapitole 3.8 byl odvozen vztah (3.38) pro průhyb desky a to pomocí Navierova ře-
šení Kirchhoffovy teorie. Dále bude odvozen vztah pro wmn pomocí Navierova řešení























































































































4Hrubé odvození a uvedení výsledných vztahů je popsáno v [7], zde však bude uveden postup celý.
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Tímto je možné získat soustavu osmi rovnic o osmi neznámých w,ψx, ψy,Mx,My,Mxy, Qx








Pro získání první rovnice, která povede na řešení průhybu, je potřeba dosadit výrazy pro








































































































































































který je možné pomocí operátoru ∆ a rovnice (4.10) vyjádřit jako
D∆Φ = −p. (4.15)
Druhá rovnice potřebná pro vyjádření wmn bude opět odvozena z rovnic rovnováhy. Stejně
jako v předchozím případě budou vztahy pro Mx,My a Mxy dosazeny do rovnic (4.8) a
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V dalším kroku je potřeba tyto rovnice sečíst. Je však možné si povšimnout, že aby se ně-
které členy rovnice vzájemně odečetly, je nejprve nutné rovnici (4.18) parciálně zderivovat
podle ∂
∂x
a rovnici (4.19) podle ∂
∂y








































































= Gκ2h (Φ + ∆w) . (4.21)
Zde výraz v závorce opět vyjadřuje součin ∆Φ a jednoduchou úpravou již lze získat
hledanou rovnici
∆w + Φ− D
Gκ2h
∆Φ = 0 (4.22)
Tímto jsme dostali soustavu dvou rovnic (4.15) a (4.22). Z první rovnice lze vyjádřit výraz
∆Φ jako
∆Φ = − p
D
, (4.23)
a dosadit jej do rovnice druhé




Je však potřeba eliminovat také člen Φ. Toho lze dosáhnout rozšířením rovnice (4.24)
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který je velmi podobný vztahu (3.27) odvozeném v kapitole 3 a na kterém lze pozorovat
odlišnost zmíněných teorií.
4.2 Navierovo řešení Mindlinovy teorie
Pro vyřešení rovnice (4.26) bude stejně jako v kapitole 3.8 použita pro hodnoty průhybu



































































































































































































zde bude opět nenulový a lze jím tedy rovnici podělit a poté již bude












































je také zde patrná podobnost se vztahem pro wmn odvozeném dle teorie Kirchhoffovy
(viz rovnice (3.38)). Rovnici (4.32) lze opět dosadit do (4.27), čímž získáme výraz pro




























)2]2 sin mpixa sin npiyb . (4.34)
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5 Stanovení průhybu analyticky
V této kapitole budou postupně aplikovány teorie odvozené v předchozí části této práce.
Pro analytické řešení zde bude použit programovací jazyk Python 2.7, ve kterém bude
proveden výpočet průhybů desek zatížených nejprve konstantním tlakem po celém povrchu
a dále také osamělou silou ve středu desky.
5.1 Vstupní parametry
Pro výpočet v Pythonu byly použity veličiny uvedené v tabulce 5.1. Tato parametrizace
proměnných je vhodná zejména pro snadnou změnu vstupních údajů a také pro přehled-
nost celého kódu.
Tabulka 5.1: Vstupní parametry.
Označení Hodnota Jednotka Veličina
a 1 [m] Délka desky
b 0,5 [m] Šířka desky
h 0,04 [m] Tloušťka desky
E 210× 109 [Pa] Youngův modul pružnosti
p 50000 [Pa] Tlak1
P 25000 [N] Síla2
µ 0, 3 [-] Poissonovo číslo
k 5
6
[-] Korekční faktor κ2
xres 51 [-] Dělení v ose x
yres 25 [-] Dělení v ose y
m,n - [-] Počet členů Fourierovy řady
Počet členů Fourierovy řady zde není uveden, neboť se bude pro jednotlivá zatížení lišit
a jeho hodnota tedy bude stanovena až v dalších kapitolách.
Pro Mindlinovu teorii je dále potřeba hodnota modulu pružnosti ve smyku G, ten je
však možné spočítat z Youngova modulu pružnosti E a Poissonova čísla µ dle vztahu
(1.31).
1Hodnota tlaku byla zvolena tak, aby přibližně odpovídala tlaku působícímu na dno nádoby naplněné
vodou do výšky 5 metrů.
2Tato síla byla stanovena tak, aby odpovídala celkové síle, která na desku působí při zatížení kon-
stantním tlakem. Její velikost tedy byla určena jako:
P = p · S = p · a · b = 50000 · 1 · 0, 5 = 25000 N
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5.2 Výpočet pro zatížení konstantním tlakem
Pro konstantní hodnotu tlaku po celé ploše desky platí, že p(x, y) = p0 a pmn lze poté





































(cosmpi − 1)(cosnpi − 1)
(5.1)
pro m,n = 1, 2, 3, ....





, pro m,n = 1, 3, 5, ... (5.2)
Tento výraz je možné dosadit do rovnice (3.39) a tím získat výraz pro průhyb desky dle
















)2]2 sin mpixa sin npiyb . (5.3)
Pro Mindlinovu teorii byl v kapitole 4.1 odvozen vztah (4.34), do kterého je opět potřeba
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5.2.1 Určení počtu koeficientů Fourierovy řady
Aby byl výpočet co nejefektivnější, je vhodné provést jistou optimalizaci řešení. Vztahy
(5.3) a (5.4) totiž vyjadřují sumy nekonečných řad a právě počet prvků Fourierovy řady
hraje významnou roli jak v rychlosti, tak také v chybě výpočtu. Ze vztahu (5.3) pro
Kirchhoffovu teorii je zřejmé, že koeficienty m a n jsou ve jmenovateli ve 4 mocnině
a konvergence tedy proběhne velmi rychle. Obdobně je tomu také u vztahu (5.4) pro teo-
rii Mindlinovu, zde se však navíc vyskytují koeficienty m a n také v čitateli a konvergence
tedy bude probíhat o něco pomaleji. Toto je znázorněno na obr. 5.1, na kterém je vyne-
sena závislost velikosti průhybu desky na počtu koeficientů Fourierovy řady. Jak již bylo
odvozeno v předchozí kapitole, tak pro sudé hodnoty m a n je koeficient pmn nulový, takže
změna průhybu nastává pouze pro hodnoty liché. Z tohoto grafu je také patrné, že pro
dané plošné zatížení lze i při použití jen prvního členu řady dosáhnout poměrně přesných
výsledků, kdy se s užitím dalších členů průhyb mění pouze v řádech tisícin milimetrů.
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· 100 %, (5.5)
kde w45 je velikost průhybu stanovená pro 45 členů Fourierovy řady, kde již hodnotu bylo































Obrázek 5.1: Optimalizace počtu členů Fourierovy řady pro plošné zatížení.
Z grafu 5.1 je patrné, že pro případ, kdy Fourierova řada nabývá 10 a více členů, již lze po-
važovat jednotlivé přírůstky za zanedbatelné3. Proto byla ve výpočtu pro tuto konfiguraci
použita řada m a n od 1 do 10.
5.2.2 Vykreslení průhybů
Po zadání vstupních veličin (uvedených v tab. 5.1) a zvolení počtu koeficientů Fourierovy
řady je již možné vykreslit jednotlivé průhyby. Na obr. 5.2 je znázorněn průhyb desky dle
Kirchhoffovy teorie a na obr. 5.3 poté průhyb při stejném zatížení podle teorie Mindlinovy.
Z obrázků je patrné, že pro takto jednoduché zatížení je rozdíl průhybů minimální.
Jedním z důvodů malého rozdílu mezi průhyby je, že vstupní parametry byly voleny s ohle-
dem na platnost Kirchhoffovy teorie (viz kap. 3.2), kde jedním z důležitých předpokladů
platnosti je poměr mezi tloušťkou desky a jejím charakteristickým rozměrem (délkou).
3Je však potřeba zdůraznit, že toto platí pouze pro zatížení desky konstantním tlakem po celém jejím
povrchu. Pro jiné typy zatížení a tedy pro jiné pmn již bude mít konvergence zcela jiný charakter.
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Obrázek 5.2: Průhyb desky dle Kirchhoffovy teorie pro plošné zatížení.






























Obrázek 5.3: Průhyb desky dle Mindlinovy teorie pro plošné zatížení.
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5.3 Výpočet pro zatížení osamělou silou
Vztah pmn pro osamělou sílu P0 bude opět vycházet z rovnice (3.35). Další postup je
možné výrazně zjednodušit umístěním síly do středu desky4 (pro x = a
2
a y = b
2
). Poté je









































však bude pro m,n = 0, 2, 4, ... nulový a pro m,n = 1, 3, 5, ... bude
střídavě nabývat hodnot +1 a −1. Závislost s jakou se bude pro liché hodnoty m a n







= −11+m+n2 , pro m,n = 1, 3, 5, ... (5.7)
Dále je ještě potřeba přepsat výraz pro p0, ten totiž vyjadřuje tlak, nikoliv sílu a je ho











, pro m,n = 1, 3, 5, ... (5.8)
a ten opět dosadit do rovnice (3.39), čímž dostaneme vztah pro Kirchhoffovu teorii při




















)2]2 sin mpixa sin npiyb . (5.9)
Dosazením pmn do rovnice průhybu dle Mindlinovy teorie (4.34), je při zatížení osamělou
































)2]2 sin mpixa sin npiyb .
(5.10)
4V [8] je uveden také vztah pro zatížení osamělou silou v libovolném bodě desky a také při zatížení
hydrostatickým tlakem či liniovou silou. Koeficient pmn pro zatížení silou ve středu desky je zde však
uveden chybně a výraz (5.8) zde postrádá část sin mpi2 sin
npi
2 , čímž by se neprojevila změna znamének
pro některé kombinace m a n (viz rovnice (5.7)). Tvar který je uveden v této práci vychází z [14], kde je
výraz uveden správně.
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5.3.1 Určení počtu koeficientů Fourierovy řady
Aby výpočet probíhal co nejefektivněji také pro osamělou sílu, je pro toto zatížení opět
důležité stanovit vhodný počet koeficientů Fourierovy řady. Pro zatížení bodovou silou
ve středu desky si lze na rovnici (5.8) povšimnout, že pmn obsahuje členy m a n pouze
v argumentech funkcí sinus. Právě z tohoto důvodu bude konvergence probíhat značně
pomaleji než tomu bylo u zatížení konstantním tlakem, kde se ve jmenovateli vztahu pro
pmn vyskytoval ještě součin mn, čímž se jeho hodnoty s růstem počtu členů řady postupně
snižovaly. Změna průhybu v závislosti na počtu členů Fourierovy řady byla opět vynesena





























Obrázek 5.4: Optimalizace počtu členů Fourierovy řady pro zatížení silou.
Opět je patrný rozdíl v rychlosti konvergence mezi Kirchhoffovou a Mindlinovou teorií.
Pro Kirchhoffovu teorii se průhyb dá považovat za ustálený přibližně pro počet členů 20.
Mindlinova teorie zde však konverguje již velmi pomalu a pro malý počet členů již výpočet
bude zatížen jistou chybou. Chyba zde byla stanovena obdobně jako v kap. 5.2.1. Kvůli
pomalé konvergenci zde však byl jako stabilní hodnota zvolen průhyb určený až pro 400




· 100 %. (5.11)
Bude-li se chyba počítat dle tohoto vztahu, pak pro dosažení chyby menší než 5% je
potřeba použít alespoň 25 členů m,n. Větší zpřesnění již vyžaduje členů více, čímž se
výpočet do značné míry prodlouží.
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5.3.2 Vykreslení průhybů
Pro vykreslení průhybu desek zatížených v jejich středu osamělou silou byl použit výpočet
zohledňující 45 členů Fourierovy řady a z tabulky 5.1 byla použita síla 25 000 N. Průhyb
byl opět zobrazen jak pro Kirchhoffovu teorii (obr. 5.5), tak také pro pro Mindlinovu
(obr. 5.6).






























Obrázek 5.5: Průhyb desky dle Kirchhoffovy teorie pro zatížení silou.






























Obrázek 5.6: Průhyb desky dle Mindlinovy teorie pro zatížení silou.
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6 Stanovení průhybu pomocí
metody konečných prvků
V této kapitole budou průhyby desek stanoveny v programu ANSYS a to se stejnými
vstupními parametry jako v kapitole předchozí, čímž bude umožněno následné srovnání
těchto dvou přístupů.
6.1 Typ prvku
Aby bylo možné efektivně porovnat výsledky získané v programovacím jazyku Python
s výsledky získanými z ANSYSu, je potřeba zvolit vhodný typ prvku. V této práci byl
výpočet proveden s použitím prvku SHELL281 a následně také s prvkem SOLID186.
6.1.1 SHELL281
SHELL281 má 8 uzlů (I, J, K, L, M, N, O, P), kde každý uzel má celkem 6 stupňů volnosti:
posuvy ve směrech x, y a z a dále rotace kolem os x, y a z. Tento prvek uvažuje vliv
ohybového momentu a také membránové napjatosti, je však možné jej nastavit tak, aby
se vliv ohybového momentu neuvažoval, čímž v každém uzlu zůstanou pouze 3 stupně
volnosti, které jsou tvořeny posuvy ve směrech x, y a z [5].
Obrázek 6.1: Prvek SHELL281 [5].
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6.1.2 SOLID186
SOLID186 je 3D prvek definovaný 20 uzly (I, J, K, L, M, N, O, P, Q, R, S, T, U, V,W,
X, Y, Z, A, B). Každý z nich má 3 stupně volnosti: posuv ve směru x, y a z. Geometrie,
souřadný systém a pozice jednotlivých uzlů jsou zobrazeny na obr. 6.2. Hranolový tvar
(prism option) lze získat zadefinováním stejného čísla uzlu pro skupiny K, L a S; A a B; a O,

































































Obrázek 6.2: Prvek SOLID186 [5].
6.2 Model vazeb a zatížení
Při tvorbě výpočtového modelu bylo využito osové symetrie, což vede na úsporu počtu
prvků a snížení výpočtového času. Desky byly na okrajích podepřeny a byly jim přede-
psány podmínky symetrie. Zatížení jak silou, tak tlakem bylo na střednicovou plochu, a
to i u prvku SOLID186. Tento stav je však nereálný, protože uvažované zatížení by vždy
působilo na vnější povrch. Bylo tak však učiněno z toho důvodu, aby se eliminovalo co
nejvíce parametrů, které by měly vliv na odchylky od analytického řešení a které by tak
znemožnili efektivní porovnání jednotlivých přístupů.
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6.3 Optimalizace velikosti prvku
Aby byl výpočet i zde co možná nejúčinnější, je důležité zvolit patřičnou velikost prvku.
Příliš malé prvky totiž výpočet značně prodlužují a naopak prvky velké mohou způsobit
nepřesnosti výsledků. Z tohoto důvodu byla provedena sada měření maximálního průhybu
v závislosti na velikosti prvku, která je zobrazena na obr. 6.3. Z tohoto obrázku je patrné,
že při snižování velikosti prvku až na 80 mm se průhyb stále značně mění. Drobné oscilace
však poté probíhají přibližně až do hodnoty 20 mm. Dále již začíná být velikost průhybu
ustálená. Pro potřebu vysoké přesnosti bude pro další výpočty použita velikost prvku 10














Obrázek 6.3: Optimalizace velikosti prvku.
Pro obdélníkovou desku je vhodné takto navrženou síť ještě namapovat, čímž se dosáhne
pravidelnosti prvků. Takto vytvořená síť je zobrazena na obr. 6.4.
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Obrázek 6.4: Hustota sítě.
6.4 Vykreslení průhybů
V této části budou z programu ANSYS vykresleny průhyby desek ve směru osy z a to
jak pro zatížení tlakem, tak také silou. Navíc zde však přibývá ještě kombinace prvku
SHELL281 a SOLID186. Díky symetrii úloh lze vždy počítat pouze čtvrtinu desky, čímž
dojde k urychlení výpočtu. Na obr. 6.7 je zobrazen průhyb pro desku zatíženou silou pro
prvek SHELL281 a na obr. 6.8 poté pro prvek SOLID186. Na obr. 6.5 a 6.6 je vyobrazena
stejná kombinace, ale pro zatížení konstantním tlakem.
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Obrázek 6.5: Zatížení tlakem pro prvek SHELL281.
Obrázek 6.6: Zatížení tlakem pro prvek SOLID186.
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Obrázek 6.7: Zatížení osamělou silou pro prvek SHELL281.
Obrázek 6.8: Zatížení osamělou silou pro prvek SOLID186.
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7 Porovnání analytických a
numerických výsledků
Jak Kirchhoffova, tak také Mindlinova teorie desku řeší pouze jako zjednodušený model,
a to s využitím střednicové plochy a tloušťky. Právě to byl jeden z důvodů, proč byl do
výpočtů přidán prvek SOLID186. Ten desku, stejně jako prvek SHELL281, řeší jako 3D
těleso, avšak podmínka kolmosti normál na střednicovou plochu zde nemusí být splněna
a tyto normály se navíc mohou také deplanovat. Tím se tedy z těchto 4 modelů prav-
děpodobně nejvíce podobá realitě. Z tohoto důvodu budou v této části práce výsledky
z předchozích kapitol srovnávány mimo jiné právě s výsledky pro tento prvek. Také zde
budou uvedeny některé další studie, na kterých budou například potvrzena jistá omezení
pro Kirchhoffovu teorii.
7.1 Srovnání průhybů jednotlivých metod
Po vykreslení grafů v kapitolách 5.2.2, 5.3.2 a 6.4 lze získat dobrou představu o podobě prů-
hybu. Pro větší přehlednost při porovnávání jednotlivých metod a zatížení je však vhodné
vykreslit průhyby v řezu. Ten byl proveden v polovině kratší strany desky a následně
v něm byly vykresleny hodnoty průhybů. Opět zde byla využita symetrie a vykreslena
byla pouze polovina desky.
Na obr. 7.1 jsou zobrazeny průhyby pro zatížení konstantním tlakem. Jednotlivé me-
tody zde mají všechny stejný průběh průhybů, avšak liší se v jeho velikosti. Ze vztahu
(4.33) vyplývá, že průhyb pro Mindlinovu teorii bude vždy větší, než pro teorii Kirchhoff-


















Obrázek 7.1: Srovnání velikosti průhybů jednotlivých metod pro zatížení konstantním
tlakem.
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Na obr. 7.2 jsou dále zobrazeny průhyby pro zatížení silou ve středu desky. Opět je zde
splněno, že průhyb pro Mindlinovu teorii je větší, než pro Kirchhoffovu. Také se zde
potvrdil předpoklad Kirchhoffovy teorie o nekorektní hodnotě průhybu v blízkém okolí
působiště síly uvedený v kap. 3.1. Pro průběhy průhybů získané z programu ANSYS však
v okolí místa zatížení vznikly numerické chyby. Tyto chyby byly způsobeny umístěním síly
do jediného uzlu a projevily se ve vykreslení „špičky“ v blízkém okolí působiště síly. Mimo
toto okolí je však možné hodnoty průhybů považovat za správné. Maximální hodnoty


















Obrázek 7.2: Srovnání velikosti průhybů jednotlivých metod pro zatížení osamělou silou.
Hodnoty pro Mindlinovu teorii však byly na obr. 7.2 vyneseny pouze pro 45 členů m,n
a jak již bylo ukázáno v kapitole 5.3.1, tak pro takto zvolený počet členů je velikost
průhybu Mindlinovy teorie zatížena jistou chybou. Výpočet průhybu pro více členů řady
po celé ploše desky je však časově velice náročný a z tohoto důvodu byly spočítány pouze
hodnoty maximálních průhybů ze středu desky, a to postupně až pro 400 členů Fourierovy
řady. Počet členů řady 400 se může zdát jako přehnaný a výpočet byť jen pro jediný bod
se jím již velice zpomalí, avšak po vynesení hodnot průhybů je zřejmé, že se průhyb ještě
i pro tento počet členů stále lehce mění (viz obr. 7.3).
Do obr. 7.3 byla vynesena také hodnota průhybu pro prvek SHELL281 a je možné
zde vidět, že se hodnoty průhybu Mindlinovy teorie s přibývajícím počtem členů m,n
k hodnotám pro tento prvek přibližují. Naopak hodnoty průhybů pro Kirchhoffovu teorii
již zvýšení počtu členů řady nijak neovlivní.
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Obrázek 7.3: Konvergence Mindlinovy teorie pro zatížení silou.
Maximální hodnoty průhybů byly pro přehlednost uvedeny pro všechny metody a obě
zatížení do tab. 7.1. Hodnoty získané z Pythonu pro zatížení tlakem jsou zde uvedeny
pro 45 členů Fourierovy řady a pro zatížení silou pro 400. Velikosti průhybů získané
z ANSYSu jsou však pro případ zatížení silou pouze informativní. Toto platí zejména pro
prvek SOLID186 u kterého je maximální hodnota průhybu brána z místa vzniku „špičky“
(viz obr. 7.2).
Tabulka 7.1: Maximální hodnoty průhybů jednotlivých metod.
Metoda wmax pro zatížení tlakem wmax pro zatížení silou
Kirchhoffova teorie 0,0257 [mm] 0,0839 [mm]
Mindlinova teorie 0,0262 [mm] 0,0931 [mm]
Prvek SHELL281 0,0270 [mm] 0,0952 [mm]
Prvek SOLID186 0,0276 [mm] 0,1020 [mm]
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7.2 Vykreslení závislosti průhybu na tloušťce desky
Na obr. 7.4 byla pro zatížení tlakem vykreslena závislost maximálního průhybu na poměru
h
a
. Hodnota velikosti desky a je zde fixní a mění se pouze tloušťka desky h. V našem případě
je však a rovno jednomu metru a osa x tak vlastně vyjadřuje pouze měnící se tloušťku
v metrech. Hodnoty na ose y vyjadřují maximální průhyb desky, který nastává v jejím























Obrázek 7.4: Závislost maximální hodnoty průhybu na poměru h
a
pro zatížení tlakem.
Lze si povšimnout, že pro poměr h/a v intervalu od 0,01 do 0,1 se hodnoty průhybů
pro jednotlivé přístupy překrývají. Od hodnoty h/a = 0, 1 se však velikosti průhybů pro
Kirchhoffovu teorii začínají od tohoto trendu lehce odklánět. To zde velmi přesně vystihuje
podmínky platnosti této teorie definované v kap. 3.2. Další odklon, tentokrát pro prvek
SOLID186, je možné vidět pro poměr h/a < 0, 01. V této oblasti se však již nejedná o desky
nýbrž o membrány, na které už teorie řešené v této práci není možné aplikovat.
7.3 Odchýlení jednotlivých metod od prvku SOLID186
Na obr. 7.4 byla vykreslena závislost průhybu na tloušťce desky. Na to, aby z tohoto
grafu mohly být vyhodnoceny přesnější výsledky, se zde však hodnoty příliš překrývají.
Z tohoto důvodu byl vytvořen graf nový (viz obr. 7.5), kde byla tato závislost vynesena




· 100 %. (7.1)
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V rovnici (7.1) vyjadřuje ws hodnoty průhybů získaných z ANSYSU pro prvek SOLID186.
wmet značí hodnoty pro ostatní použité metody, tedy pro prvek SHELL281 a také pro
hodnoty získané z Pythonu pro Kirchhoffovu a Mindlinovu teorii. Tyto výsledky byly opět




















∆wrel = 5 %




, pro které byly průhyby jednotlivých metod stejné s hodnotami pro SOLID186,
se v grafu z důvodu použití absolutních hodnoty vytvořily „špičky“. Ty by při použití
většího množství dat sahaly až k nule. Budou-li se hodnoty pro SOLID186 brát jako smě-
rodatné, je z tohoto grafu možné určit rozmezí h
a
, pro které jsou při známé chybě ještě
jednotlivé přístupy použitelné.
Jako příklad zde byla vynesena hodnota ∆wrel = 5 %. Z grafu je následně možné vidět,
že při tolerování této chyby je oblast platnosti nejužší pro Kirchhoffovu teorii. Větší škálu
použitelnosti nabízí teorie Mindlinova a nejširší rozsah má jednoznačně prvek SHELL281.
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Závěr
Cílem této bakalářské práce bylo odvození analytických vztahů pro výpočet průhybu
obdélníkové desky. Tyto vztahy zde byly odvozeny jak pomocí teorie Kirchhoffovy, tak
také teorie Mindlinovy. Odlišnosti v Mindlinově teorii však způsobily, že její řešení bylo do
jisté míry komplikovanější a její částečné odvození bylo nalezeno pouze v knize „Mechanik
elasticher Körper und Strukturen“ od Prof. Dr. Ing. Wilfrieda Beckera. Nicméně ani zde
nebyl postup uveden celý. Rozšířením této práce se tak stalo právě podrobné odvození
této teorie s uvedením všech kroků. Následovalo řešení pomocí Fourierových řad, neboli
tzv. Navierovo řešení. Ani tato část se však neobešla bez komplikací a to kvůli nesprávně
zapsanému vztahu v knize „Theory and Analysis of Elastic Plates and Shells“ od J. N.
Reddyho, který na str. 220 chybně uvádí výraz qmn (v této práci označen jako pmn) pro
zatížení bodovou silou ve středu desky. Tato chyba byla odhalena po vykreslení průhybů,
kdy se zobrazené hodnoty značně lišily od výsledků z ANSYSu. Vztah byl tedy opraven a
to podle knihy „Theory of Plates and Shells“ od S. Timošenka, který již tento tvar uvádí
správně.
V další části práce byly stanoveny velikosti průhybů v programovacím jazyku Python
a to pro zatížení tlakem po celé ploše desky a následně pro sílu působící v jejím středu.
Aby byly výsledné hodnoty získány co nejefektivněji, byla zde provedena také rozsáhlá op-
timalizace, která měla za úkol zjistit potřebný počet členů Fourierovy řady. Díky tomuto
kroku zde byla odhalena velmi špatná konvergence pro Mindlinovu teorii řešící zatížení
bodovou silou. Ani po použití 400 členů Fourierovy řady se zde totiž nejednalo o zcela
zkonvergovaný výsledek. Časová náročnost výpočtů pro takové množství prvků již pře-
sahovala desítky hodin a tato hodnota tedy byla přijata s vědomím, že výsledky budou
zatíženy jistou chybou. Mnohem lepších výsledků dosahovala v tomto ohledu teorie Kir-
chhoffova, kterou bylo možné považovat za zcela zkonvergovanou již při 20 členech řady.
Optimalizace byla provedena také pro zatížení tlakem, zde se však průhyb pro obě teorie
ustálil s použitím pouhých 10 členů.
Pro stejné zatížení byly velikosti průhybů stanoveny také pomocí metody konečných
prvků v programu ANSYS a to postupně s použitím 2 typů prvků: SOLID186 a SHELL281.
Při zatěžování osamělou silou, došlo při vykreslení průhybů v blízkém okolí jejího půso-
biště k vytvoření „špiček“. Ty byly způsobeny numerickou chybou vycházející ze zatížení
modelu silou v jediném uzlu, což v praxi není realizovatelné. Výsledky z ANSYSu byly
dále porovnány s průhyby získanými analytickým řešením. Zde byl znatelný rozdíl pře-
vážně pro již zmíněné okolí zatěžující síly, protože výsledky z analytiky zde dávaly průběh
hladký, bez výrazných „špiček“. Průhyby obou těchto metod měly pro obě zatížení stejný
charakter a jen mírně se lišily ve svých hodnotách. Z porovnání dále vyplynulo, že vý-
hoda Kirchhoffovy teorie v rychlosti konvergence rozhodně nevyváží její nepřesnost. Ta
vzniká teorií samotnou, neboť aby ji bylo možné aplikovat, je potřeba uvážit značné množ-
ství předpokladů a podmínek. Byl zde otestován také rozsah použitelnosti v závislosti na
tloušťce desky. Tato studie byla provedena srovnáváním odchylek průhybů jednotlivých
metod od hodnot získaných z ANSYSu pro prvek SOLID186 a to vždy při zatížení tlakem
o konstantní hodnotě. Z této části vyplynulo, že největší oblast použití nabízí ze zkou-
maných metod prvek SHELL281, dále pak Mindlinova teorie a nejhůře zde dopadla teorie
Kirchhoffova.
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Vzhledem ke stáří Kirchhoffovy teorie a faktu, že byla vynalezena o více než 100 let
před teorií Mindlinovou však byly jí dosažené výsledky stále velmi uspokojivé. Aby byly
tyto příčiny zřejmé, byl do této práce zahrnut také postupný historický vývoj jednotlivých
metod pro řešení desek a to až do poloviny 20. století, kdy s rozvojem metody konečných
prvků začaly ročně vycházet stovky odborných publikací a v rámci této práce tedy přestalo
být možné ve výčtu pokračovat. Zahrnut byl také stručný životopis G. R. Kirchhoffa
a zmíněny byly i další významné historické osobnosti z této oblasti spolu s odkazy na
literaturu s podrobnějšími informacemi.
Možná rozšíření
Tato práce nabízí celou řadu možných rozšíření. V první řadě se jedná o bližší rozebrání
dalších teorií a jejich řešení. Mezi možná řešení patří například Rayleigh-Ritzovo či Lé-
vyho, které je možné aplikovat také pro jiné okrajové podmínky. Dále by bylo možné
otestovat odlišnost výsledků pro obecnější zatížení s opětovným porovnáním výsledků.
Také část historická skýtá možnost podrobnějšího popisu. V programu ANSYS by dále
bylo možné zvolit jiný typ prvku, než prvky SHELL281 a SOLID186, čímž by bylo možné
pozorovat odlišnosti také například pro méně vhodné typy prvků. Případně by také bylo
možné vytvořit prvek vlastní, který by se plně řídil některou z řešených teorií.
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Seznam použitých symbolů a
zkratek
Symbol Jednotka Popis
τ [Pa] Tečné napětí
σ [Pa] Normálové napětí
~fω [Pa] Množina obecných napětí
~f [Pa] Obecné napětí
ε [-] Poměrná deformace
ε1, ε2, ε3 [-] Poměrné deformace ve směrech hlavních napětí
εx, εy, εz [-] Poměrné deformace pro obecný případ napjatosti
γ [-] Smyková deformace
Πσ [Pa] Tenzor napětí
Tε [-] Tenzor přetvoření
E [Pa] Youngův modul pružnosti
N [N] Normálová síla
S [m2] Průřez, plocha
l [m] Délka
h [m] Tloušťka desky
G [Pa] Modul pružnosti ve smyku
µ [-] Poissonovo číslo
ρ [kg·m−3] Hustota
λ [Pa] Lamého konstanta
u [m] Posuv ve směru osy x
v [m] Posuv ve směru osy y






q [N·m−1] Měrná síla
φ, ϕ [rad] Natočení
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Symbol Jednotka Popis
∇ [-] Operátor nabla
∆ [-] Laplaceův operátor delta
Φ [-] Pomocná funkce
Ψx,Ψy [rad] Natočení pseudonormály
D [Pa·m3] Tuhost desky
a [m] Šířka desky
b [m] Délka desky
F [N] Síla
X [N] Složka síly ve směru osy x
Y [N] Složka síly ve směru osy y
Z [N] Složka síly ve směru osy z
k, κ2 [-] Korekční faktor
xres [-] Dělení v ose x
yres [-] Dělení v ose y
wmn [mm] Koeficient Fourierovy řady
pmn [Pa] Koeficient Fourierovy řady
p(x, y) [Pa] Zatížení desky
w(x, y) [m] Průhyb desky
wkp(x, y) [mm] Průhyb desky zatížené plošným zatížením
dle Kirchhoffovy teorie
wmp(x, y) [mm] Průhyb desky zatížené plošným zatížením
dle Mindlinovy teorie
wkb(x, y) [mm] Průhyb desky zatížené bodovým zatížením
dle Kirchhoffovy teorie
wmb(x, y) [mm] Průhyb desky zatížené bodovým zatížením
dle Mindlinovy teorie
∆wrel [%] Velikost odchylky od ustálené hodnoty průhybu
78
ÚMTMB VUT v Brně, FSI
Symbol Jednotka Popis
wmax [mm] Maximální hodnota průhybu
wmn [mm] Velikost průhybu pro daný počet členů Fourierovy řady
ws [mm] Hodnota průhybu při použití prvku SOLID186
wmet [mm] Velikost průhybu pro danou metodu
w400 [mm] Velikost průhybu při použití 400 členů Fourierovy řady
w45 [mm] Velikost průhybu při použití 45 členů Fourierovy řady
wrel [%] Odchylka průhybu
APDL ANSYS Parametric Design Language
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Příloha A
Přiložené DVD obsahuje:
• makra pro výpočet průhybů a jednotlivých studií v programovacím jazyku Python
• makra v APDL
• makra pro sestavení grafu ve skriptovacím jazyku GNUPlot
• elektronickou verzi práce ve formátu PDF a LATEX
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